
Answer on Question #70004 – Math – Linear Algebra 

Question 

For any four vectors �⃗�, �⃗⃗�, 𝑐  and  𝑑 determine: 

(�⃗� × �⃗⃗�) ∙ (𝑐 × 𝑑) + (�⃗⃗� × 𝑐) ∙ (�⃗� × 𝑑) + (𝑐 × �⃗�) ∙ (�⃗⃗� × 𝑑) 

Solution 

Suppose  

�⃗� = 𝑎1𝑖 + 𝑎2𝑗 + 𝑎3�⃗⃗� 

�⃗⃗� = 𝑏1𝑖 + 𝑏2𝑗 + 𝑏3�⃗⃗� 

𝑐 = 𝑐1𝑖 + 𝑐2𝑗 + 𝑐3�⃗⃗� 

𝑑 = 𝑑1𝑖 + 𝑑2𝑗 + 𝑑3�⃗⃗� 

Then 

�⃗� × �⃗⃗� = |
𝑖 𝑗 �⃗⃗�

𝑎1 𝑎2 𝑎3

𝑏1 𝑏2 𝑏3

| = (𝑎2𝑏3 − 𝑎3𝑏2)𝑖 + (𝑎3𝑏1 − 𝑎1𝑏3)𝑗 + (𝑎1𝑏2 − 𝑎2𝑏1)�⃗⃗� 

 

𝑐 × 𝑑 = |
𝑖 𝑗 �⃗⃗�

𝑐1 𝑐2 𝑐3

𝑑1 𝑑2 𝑑3

| = (𝑐2𝑑3 − 𝑐3𝑑2)𝑖 + (𝑐3𝑑1 − 𝑐1𝑑3)𝑗 + (𝑐1𝑑2 − 𝑐2𝑑1)�⃗⃗� 

 

�⃗⃗� × 𝑐 = |
𝑖 𝑗 �⃗⃗�

𝑏1 𝑏2 𝑏3

𝑐1 𝑐2 𝑐3

| = (𝑏2𝑐3 − 𝑏3𝑐2)𝑖 + (𝑏3𝑐1 − 𝑏1𝑐3)𝑗 + (𝑏1𝑐2 − 𝑏2𝑐1)�⃗⃗� 

 

�⃗� × 𝑑 = |
𝑖 𝑗 �⃗⃗�

𝑎1 𝑎2 𝑎3

𝑑1 𝑑2 𝑑3

| = (𝑎2𝑑3 − 𝑎3𝑑2)𝑖 + (𝑎3𝑑1 − 𝑎1𝑑3)𝑗 + (𝑎1𝑑2 − 𝑎2𝑑1)�⃗⃗� 

 

𝑐 × �⃗� = |
𝑖 𝑗 �⃗⃗�

𝑐1 𝑐2 𝑐3

𝑎1 𝑎2 𝑎3

| = (𝑐2𝑎3 − 𝑐3𝑎2)𝑖 + (𝑐3𝑎1 − 𝑐1𝑎3)𝑗 + (𝑐1𝑎2 − 𝑐2𝑎1)�⃗⃗� 

 

�⃗⃗� × 𝑑 = |
𝑖 𝑗 �⃗⃗�

𝑏1 𝑏2 𝑏3

𝑑1 𝑑2 𝑑3

| = (𝑏2𝑑3 − 𝑏3𝑑2)𝑖 + (𝑏3𝑑1 − 𝑏1𝑑3)𝑗 + (𝑏1𝑑2 − 𝑏2𝑑1)�⃗⃗� 

 

(�⃗� × �⃗⃗�) ∙ (𝑐 × 𝑑) = (𝑎2𝑏3 − 𝑎3𝑏2)(𝑐2𝑑3 − 𝑐3𝑑2) + 

 

+(𝑎3𝑏1 − 𝑎1𝑏3)(𝑐3𝑑1 − 𝑐1𝑑3) + (𝑎1𝑏2 − 𝑎2𝑏1)(𝑐1𝑑2 − 𝑐2𝑑1) = 

 

= 𝑎2𝑏3𝑐2𝑑3 − 𝑎3𝑏2𝑐2𝑑3 − 𝑎2𝑏3𝑐3𝑑2 + 𝑎3𝑏2𝑐3𝑑2 + 𝑎3𝑏1𝑐3𝑑1 − 𝑎1𝑏3𝑐3𝑑1 − 

 



−𝑎3𝑏1𝑐1𝑑3 + 𝑎1𝑏3𝑐1𝑑3 + 𝑎1𝑏2𝑐1𝑑2 − 𝑎2𝑏1𝑐1𝑑2 − 𝑎1𝑏2𝑐2𝑑1 + 𝑎2𝑏1𝑐2𝑑1 

(�⃗⃗� × 𝑐) ∙ (�⃗� × 𝑑) = (𝑏2𝑐3 − 𝑏3𝑐2)(𝑎2𝑑3 − 𝑎3𝑑2) + 

 

+(𝑏3𝑐1 − 𝑏1𝑐3)(𝑎3𝑑1 − 𝑎1𝑑3) + (𝑏1𝑐2 − 𝑏2𝑐1)(𝑎1𝑑2 − 𝑎2𝑑1) = 

 

= 𝑏2𝑐3𝑎2𝑑3 − 𝑏3𝑐2𝑎2𝑑3 − 𝑏2𝑐3𝑎3𝑑2 + 𝑏3𝑐2𝑎3𝑑2 + 𝑏3𝑐1𝑎3𝑑1 − 𝑏1𝑐3𝑎3𝑑1 − 

 

−𝑏3𝑐1𝑎1𝑑3 + 𝑏1𝑐3𝑎1𝑑3 + 𝑏1𝑐2𝑎1𝑑2 − 𝑏2𝑐1𝑎1𝑑2 − 𝑏1𝑐2𝑎2𝑑1 + 𝑏2𝑐1𝑎2𝑑1 

 

(𝑐 × �⃗�) ∙ (�⃗⃗� × 𝑑) = (𝑐2𝑎3 − 𝑐3𝑎2)(𝑏2𝑑3 − 𝑏3𝑑2) + 

 

+(𝑐3𝑎1 − 𝑐1𝑎3)(𝑏3𝑑1 − 𝑏1𝑑3) + (𝑐1𝑎2 − 𝑐2𝑎1)(𝑏1𝑑2 − 𝑏2𝑑1) = 

 

= 𝑐2𝑎3𝑏2𝑑3 − 𝑐3𝑎2𝑏2𝑑3 − 𝑐2𝑎3𝑏3𝑑2 + 𝑐3𝑎2𝑏3𝑑2 + 𝑐3𝑎1𝑏3𝑑1 − 𝑐1𝑎3𝑏3𝑑1 − 

 

−𝑐3𝑎1𝑏1𝑑3 + 𝑐1𝑎3𝑏1𝑑3 + 𝑐1𝑎2𝑏1𝑑2 − 𝑐2𝑎1𝑏1𝑑2 − 𝑐1𝑎2𝑏2𝑑1 + 𝑐2𝑎1𝑏2𝑑1 

Hence 

(�⃗� × �⃗⃗�) ∙ (𝑐 × 𝑑) + (�⃗⃗� × 𝑐) ∙ (�⃗� × 𝑑) + (𝑐 × �⃗�) ∙ (�⃗⃗� × 𝑑) = 

 

= 𝑎2𝑏3𝑐2𝑑3 − 𝑎3𝑏2𝑐2𝑑3 − 𝑎2𝑏3𝑐3𝑑2 + 𝑎3𝑏2𝑐3𝑑2 + 𝑎3𝑏1𝑐3𝑑1 − 𝑎1𝑏3𝑐3𝑑1 − 
 

−𝑎3𝑏1𝑐1𝑑3 + 𝑎1𝑏3𝑐1𝑑3 + 𝑎1𝑏2𝑐1𝑑2 − 𝑎2𝑏1𝑐1𝑑2 − 𝑎1𝑏2𝑐2𝑑1 + 𝑎2𝑏1𝑐2𝑑1 + 

 

+𝑏2𝑐3𝑎2𝑑3 − 𝑏3𝑐2𝑎2𝑑3 − 𝑏2𝑐3𝑎3𝑑2 + 𝑏3𝑐2𝑎3𝑑2 + 𝑏3𝑐1𝑎3𝑑1 − 𝑏1𝑐3𝑎3𝑑1 − 

 

−𝑏3𝑐1𝑎1𝑑3 + 𝑏1𝑐3𝑎1𝑑3 + 𝑏1𝑐2𝑎1𝑑2 − 𝑏2𝑐1𝑎1𝑑2 − 𝑏1𝑐2𝑎2𝑑1 + 𝑏2𝑐1𝑎2𝑑1 + 

 

+𝑐2𝑎3𝑏2𝑑3 − 𝑐3𝑎2𝑏2𝑑3 − 𝑐2𝑎3𝑏3𝑑2 + 𝑐3𝑎2𝑏3𝑑2 + 𝑐3𝑎1𝑏3𝑑1 − 𝑐1𝑎3𝑏3𝑑1 − 

 

−𝑐3𝑎1𝑏1𝑑3 + 𝑐1𝑎3𝑏1𝑑3 + 𝑐1𝑎2𝑏1𝑑2 − 𝑐2𝑎1𝑏1𝑑2 − 𝑐1𝑎2𝑏2𝑑1 + 𝑐2𝑎1𝑏2𝑑1 = 

 

= 𝑎1(−𝑏3𝑐3𝑑1 + 𝑏3𝑐1𝑑3 + 𝑏2𝑐1𝑑2−𝑏2𝑐2𝑑1 − 𝑏3𝑐1𝑑3 + 𝑏1𝑐3𝑑3 + 𝑏1𝑐2𝑑2 − 

 

−𝑏2𝑐1𝑑2 + 𝑐3𝑏3𝑑1 − 𝑐3𝑏1𝑑3 − 𝑐2𝑏1𝑑2 + 𝑐2𝑏2𝑑1) + 𝑎2(𝑏3𝑐2𝑑3 − 𝑏3𝑐3𝑑2 − 

 

−𝑏1𝑐1𝑑2 + 𝑏1𝑐2𝑑1 + 𝑏2𝑐3𝑑3 − 𝑏3𝑐2𝑑3 − 𝑏1𝑐2𝑑1 + 𝑏2𝑐1𝑑1 − 𝑐3𝑏2𝑑3 + 

 

+𝑐3𝑏3𝑑2 + 𝑐1𝑏1𝑑2 − 𝑐1𝑏2𝑑1) + 𝑎3(−𝑏2𝑐2𝑑3 + 𝑏2𝑐3𝑑2 + 𝑏1𝑐3𝑑1 − 

 

−𝑏1𝑐1𝑑3 − 𝑏2𝑐3𝑑2 + 𝑏3𝑐2𝑑2 + 𝑏3𝑐1𝑑1 − 𝑏1𝑐3𝑑1 + 𝑐2𝑏2𝑑3 − 𝑐2𝑏3𝑑2 − 

 

−𝑐1𝑏3𝑑1 + 𝑐1𝑏1𝑑3) = 0 

 



𝐀𝐧𝐬𝐰𝐞𝐫: (�⃗� × �⃗⃗�) ∙ (𝑐 × 𝑑) + (�⃗⃗� × 𝑐) ∙ (�⃗� × 𝑑) + (𝑐 × �⃗�) ∙ (�⃗⃗� × 𝑑) = 0. 
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